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Klassische nichtlineare Gitterstatik gestorter Kristallstrukturen

Von E. Fues und H. STuMPF

Aus dem Institut fir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 10a, 136—145 [1955]; eingegangen am 10. Januar 1955)

Zur Bestimmung der Gleichgewichtszustdnde von Gittern, die durch Atome auf Zwi-
schengitterpliatzen, Versetzungen usw. gestort sind, wird im klassisch mechanischen
Punktmodell eine Losungsmethode entwickelt. In Hinblick auf die Gitterdynamik sind
die in der Storstelle auftretenden Bindungskrifte von Interesse, die von jenen der iibrigen
Gitterumgebung abweichen. Ein einfachstes Beispiel, bei dem ein Atom auf einem Zwi-
schengitterplatz in dichtester Kugelpackung eingelagert wird, zeigt, daB fiir physikalisch
sinnvolle Teilchenpotentiale die bei Ausschwingung auftretenden riicktreibenden Krifte
am Storatom auf das 40- bis 50fache der Werte in der ungestorten Gitterumgebung an-
steigen. Die Gleichgewichtsfigur und ihre Abhéngigkeit vom gewidhlten Potential wird

ausfiihrlich beschrieben.

Von den Verfassern wurde friiher! eine Unter-
suchung iiber die Schwingungsspektren ge-
storter Kristallgitter veroffentlicht. Sie gingen da-
bei von der Annahme aus, dafl im Gitter Stor-
systeme enthalten sind, deren innere auf gleiche
Massen reduzierten Bindungskrifte von jenen der
Gitterumgebung wesentlich verschieden sind. Das
Schwingungsspektrum enthielt dann bis auf Glie-
der des Verhiltnisses der reduzierten Bindungs-
krifte der Umgebung zu jenen des Stérsystems
die Eigenfrequenzen der beiden getrennten Teil-
systeme.

Diese rein mathematische Untersuchung ge-
winnt aber erst dann eine physikalische Bedeu-
tung, wenn nachgewiesen werden kann, daf} die
vorkommenden Storungen auch tatsichlich einer
solchen Annahme entsprechende Verhiltnisse lie-
fern. Nun zeigen schon Rechnungen der elasti-
schen Kontinuumstheorie, angewendet auf Stor-
atome und Versetzungen, daf3 die erwahnten Hypo-
thesen eine physikalische Berechtigung besitzen
miissen. Allein die Kontinuumsrechnungen lassen
in der néichsten Umgebung der Stoérstelle nur
qualitative Schliisse zu, die mit den bekannten
Schwierigkeiten des Abschneideradius usw. be-
haftet sind. Eine Rechenmethode, die das stati-
sche Analogon zur atomistischen Gitterdynamik
darstellt, existiert nicht. Die Verfasser haben da-
her in Fortsetzung ihrer Arbeit Gleichgewichts-
zustinde von Gittern im atomistischen Modell
nach einem allgemeinen Prinzip behandelt, wel-
ches sich zur Berechnung der Gleichgewichtsfigu-

1 E. Fues u. H. Stumpf, Z. Naturforschg. 9a, 897
[1954]; im folgenden als I zitiert.

ren beliebiger Storungen anwenden lift. In einem
einfachsten Beispiel, das ein Atom auf einem Zwi-
schengitterplatz im dichtest gepackten Gitter bil-
det, wird durch spezielle Rechnung gezeigt, wie
ein Storsystem mit hohen inneren Bindungskraf-
ten entsteht und die dem Gleichgewichtszustand
iiberlagerten Eigenschwingungen daher nach den
Annahmen der zitierten Arbeit bestimmt werden
koénnen.

Die Untersuchung wurde im Zusammenhang mit
anderen Problemen durchgefithrt. Wir veréffent-
lichen dieses Teilergebnis, um eine Anwendung der
Methode auf spezielle Fille zu ermdéglichen, und
weil die Ergebnisse eine notwendige Erginzung
der vorangehenden Arbeit sind, die beide zusam-
men eine quantitativ begriindete Aussage iiber die
Schwingungsspektren von Realkristallen liefern
koénnen.

§ 1. Gleichgewichtszustiinde gestorter Gitter

Wir beginnen nun mit der Berechnung der
Gleichgewichtszustiande von Kristallgittern unter
dem EinfluBl von Stérungen, die durch Atome auf
Zwischengitterplitzen oder Versetzungen ver-
ursacht werden. Das Gitter wird durch ein klas-
sisch mechanisches Modell beschrieben. Die Unter-
suchung zerlegen wir in mehrere Schritte. In die-
sem § behandeln wir das statische Verhalten bei
Einwirkung beliebiger Storkrifte auf die Gitter-
teilchen, ohne auf die speziellen Fille der Sto-
rungen einzugehen, und fithren die Losung der
strengen statischen Gittergleichungen auf jene von
Systemen linearer Gleichungen zuriick. Dabei
gehen wir vom ungestérten Zustand aus. Wir ver-
wenden einen Kristall, der sich bis ins Unendliche
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ausdehnt, ordnen jedem Freiheitsgrad der im Git-
ter enthaltenen Teilchen die Amplitude &; zu?2, und
indizieren diese einfach durch.

Den Kristall im ungestérten Zustand denken
wir uns durch Zusammenwirken der Potentiale der
Einzelteilchen entstanden, und die gesamte Ener-
gie (bzw. beim unendlichen Kristall die Energie-
dichte) ist eine Funktion der Lage und Impuls-
koordinaten dieser Teilchen. Fiir die Gleichge-
wichtslage im ungestorten Gitter wird sie ein Mi-
nimum, und wir kénnen durch Entwicklung in
eine Taylor-Reihe um die Gleichgewichtslage bei
simtlichen Freiheitsgraden Aufschlufl iiber die
Reaktionen des Systems unter dem Einflul von
Storkriften gewinnen, wenn wir die zugehorigen
kanonischen Gleichungen integrieren.

Wihrend wir in der Dynamik nur die linearen
Glieder der Taylor-Entwicklung in den kanoni-
schen Gleichungen beriicksichtigt hatten, ziehen
wir fiir die Berechnung der statischen Gleichge-
wichtszustinde auch die nichtlinearen Glieder
heran.

Die Koeffizienten der Taylor-Entwicklung las-
sen sich im linearen Fall aus den elastischen Kon-
stanten und anderen experimentellen Daten be-
stimmen, und damit eriibrigt sich ein genaues Stu-
dium der Teilchenpotentiale. Im nichtlinearen Fall
miissen die Potentiale der Teilchen fiir die klas-
sische Behandlung korrespondenzméiflig aus der
Quantentheorie iibernommen werden, und ihre
spezielle Gestalt ist, abgesehen von der Forderung,
daB sie iiberhaupt stabile Konfigurationen zulas-
sen miissen, von groBem Einflufl auf die Ergeb-
nisse der Rechnung. Diese Potentiale setzen wir
im folgenden als bereits bekannt voraus. Dann
lautet die Entwicklung um die Gleichgewichts-
lage?

ai byt ak 6 E+ ok &G+ . =k, (1)
wo k* die Komponenten der Storkrifte sind und
wir die Impulskoordinaten bereits gleich Null ge-
setzt haben, weil wir nur den statischen Fall be-
trachten wollen. Das Glied nullter Ordnung in (1)
verschwindet, denn es charakterisiert die Gleich-
gewichtslage, und die Koeffizientenmatrizenaj;; .. .
sind so beschaffen, daf3 fiir ein fest gewéahltes 7 je-
weils nur jene Matrixglieder =0 werden, die die
Wechselwirkung des Freiheitsgrades &; mit den
Verschiebungen der Teilchen seiner Umgebung
bedingen.

2 Im Gegensatz zu den Eigenvektoren a;; in I.

In der mathematischen Behandlung von (1) be-
ginnen wir mit den linearen Gittergleichungen
at &y =k (2)
und vernachlissigen die nichtlinearen Glieder. Um
auch sie in die Rechnung einzufiihren, betrachten
wir die nichtlinearen Glieder zunichst als kleine
Storung, die wir in die linearen Gleichungen ein-
fithren:
at b +e(ar; Ex &+ .. ) =k (3)
danach lassen wir ¢ gegen 1 gehen.

Es sei jetzt ¢ noch beliebig, dann wird &; eine
Funktion von &:

=804 M@ ... (@)

Die Potenzreihe muf3 auch fiir e=1 noch konver-
gieren, da die Natur selbst, wenn wir sie im Rahmen
dieses Modells interpretieren, auch die nichtlinearen
Anteile enthilt und fiir die betrachteten Storungen
tatsachlich Gleichgewichtszustinde existieren, d. h.
also auch die nichtlineare Rechnung konvergiert. Das
Argument bezieht sich auf den Konvergenzkreis von e.
Die Verwendung einer Taylor-Entwicklung in bezug
auf die Gleichgewichtslage bringt aber weitere Ein-
schrinkungen. Bei Zentralkriften mit einer Singu-
laritat im Teilchenschwerpunkt darf z. B. der Betrag
der Relativverschiebung eines Teilchens gegeniiber
seinen néchsten Nachbarn nicht den Teilchenabstand
im ungestorten Gitter Uberschreiten, weil die Ent-
wicklung sonst die Konvergenzgrenze iiberschreiten
wiirde. In jedem Fall ist daher eine besondere Konver-
genzuntersuchung der Taylor-Entwicklung notwendig.
Wir nehmen an, daB ihre Bedingungen erfiillt sind.

Unter dieser Voraussetzung wird mit (3) und (4)
ot EdO e 5P 0 (5)

+elats G0+ e&P+ .. ) EO+eEM+ .. )
+...]=F,
was fiir e > 1 in (1) ibergeht. Fiir konstante £¢ kann
ein Koeffizientenvergleich durchgefithrt werden,
der nach Konstruktion in der nullten Nédherung
die lineare Theorie (2) ergibt. Damit sind die nicht-
linearen Anteile bei konstanten Stoérkriften be-
riicksichtigt. Oftmals sind jedoch die k* selbst
Funktionen des Ortes und damit der &;. Bei Wech-
selwirkungskriften kénnen die k¢ auch im hoch-
dimensionalen Raum der Freiheitsgrade definiert

sein, und wir schreiben daher allgemein

kt= @ (5. .. &). (6)
Vorausgesetzt, dafl die so definierten %? einen
Gleichgewichtszustand iiberhaupt gestatten, wer-
den auch hier wieder bei Anwendung derselben

3 Uber doppelte Indizes wird summiert.
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Methode die &; Funktionen von ¢, und die Gitter-
gleichungen lauten nunmehr

ot GO+ 250+ )
tefab; (GO +eE V4. ) (EQ P+ L)+ ]
=@t &0+ &M+ ..., EO LML),

Die rechte Seite entwickeln wir nach den &.. £

PG+ 88 v s BT @B )= )
¢z’ ({:k(O) . '51(0)) + @hi (e E;.‘” + &2 fh(z) S TR -

ein Koeffizientenvergleich ergibt

aki fk(O) — (pi (Ek(O) . 51(0)) ,

af & = D (5D . . .50} 50 (8)
_ a}'”- Ek(O) é:j(O)_a;'cjm Ek(m é:j(o) 5(73)__ .

und héhere Naherungen.

Ausihnen lassen sich die £/ berechnen,u=1,2...
Die rechten Seiten der Gleichungen sind immer
vom vorangehenden Schritt her bekannt. Das Pro-
blem ist also gelést, wenn wir imstande sind, li-
neare Gleichungen der Art

a;t & = bt
zu behandeln, wo a;* die Matrix der Bornschen
Gittergleichungen des gerade betrachteten, unge-
storten Gitters ist. Dies wird in § 2 durchgefiihrt.

§ 2. Lineare Gittergleichungen im statischen Fall

Die Ausfithrungen in § 1 reduzierten das allge-
meine Gitterproblem auf die Loésung von Glei-
chungssystemen, deren linke Seiten immer mit den
linearen Gittergleichungen des gerade betrachte-
ten Gitters iibereinstimmen. Ohne uns um die Ab-
hiangigkeit der rechten Seiten von den gleichen
Unbekannten zunichst zu bemiihen, nehmen wir
an, dal das Problem

at & = b (9)
zur Losung vorgelegt ist, wobei die b vorgegebene
Konstante seien. Eine Loésung von (9) 1aft sich
nun finden, wenn die Losung fiir eine normierte
Einzelkraft gemaf

@t Yp = Oim (10)
bekannt ist. Sie sei
y=g¢" d.h aig"=0in,
dann wird
g™ b™ (11)
4 E. Kréner, Z. Phys. 136, 402 [1953].
5Vgl. G. Leibfried u. W. Brenig, Fortschr.

Phys. 1, 205 [1953].
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eine Losung von (9), denn
@t g™ b™ = 05, O™ = b1,

Das Endergebnis entsteht demnach durch Super-
position der Lésungen fiir Einzelkrifte.

Der Losungsvektor g;™ hat eine enge Beziehung
zu dem Fundamentalintegral? der elastischen Dif-
ferentialgleichungen des betrachteten Kristalls.

Die linearen Gln. (10) kénnen nimlich auch als Dif-
ferenzengleichungen fiir einen Verschiebungsfunktions-
vektor aufgefafit werden, dessen Komponenten an den
Gitterpunkten gerade (10) erfiillen. Bei langsam ver-
adnderlichen Losungen lassen sich die Differenzenglei-
chungen in erster Naherung durch einen Satz partieller
Differentialgleichungen ersetzen, und dies sind die
elastischen Gleichungen der Kontinuumstheorie®. Ins-
besondere wird also im Fall einer Einzelkraft in wei-
tem Abstand vom Storpunkt, wo die Verschiebungen
hinreichend klein und langsam verdnderlich sind, die
Losung der elastischen Gleichungen mit jener der Dif-
ferenzengleichung bzw. der linearen Gl. (10) nahezu
ubereinstimmen.

Dies legt eine Transformation der Unbekann-
ten y, auf die Koeffizienten einer Reihenentwick-
lung nach dem Fundamentalintegral und einem
davon unabhédngigen Funktionensystem nahe, wo-
bei das Funktionensystem so gewahlt wird, dal3
fiir immer groBer werdenden Abstand vom Stor-
punkt die Korrektionen, also die dem Fundamen-
talintegral folgenden Glieder, die den Unterschied
zwischen Kontinuumslésung und strenger Losung
von (10) ausmachen, immer weniger ins Gewicht
fallen, wogegen in unmittelbarer Nahe des Stor-
punktes, wo die Kontinuumsnéherung sicher ihre
Giiltigkeit verliert, auch die iibrigen Glieder in der
Reihe einen solchen Einflull ausiiben, da3 eben die
strengen Differenzengleichungen erfiillt werden.

Die weiteren Ausfithrungen beziehen sich auf
eine Einzelkraft 0;,,, deren Ort und Richtung durch
den Index m charakterisiert werde.

Das Funktionensystem seiim Dreidimensionalen
durch

F,\Y(x,y,2), F;,P(x,9,2), ..., F;M(x,y,2)

gegeben, wo F,(1 (x,y,2) das auf die Stérkraft o,
bezogene Fundamentalintegral darstellt und die
F,9 (j> 1) das davon unabhingige System. Der In-
dex h charakterisiert die Ausschwingrichtung, und
z, ¥, z sind die Ortskoordinaten des Kontinuums$.

6 Den Index, der die Abhingigkeit des' Fundamen-
talintegrals vom Storpunkt m charakterisiert, unter-
driicken wir hier, da m beliebig, aber fiir die weitere
Betrachtung fest vorgegeben ist.
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In der einfach indizierten Schreibweise entspricht

dann einem bestimmten Index p ein Quadrupel

by, 25, Y, 25, Wwo die unten angehingte Indizierung

die umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den

vier Zahlen k,, z,, g9,, 2, und p andeuten soll.
Zur Abkiirzung setzen wir

F;;J;J (.’Em Y Z”) = ) (p) 8

Da zumindest das Fundamentalintegral im Stor-
punkt eine Singularitit besitzt, konnen wir die
Transformation nur in der Umgebung definieren,
und schreiben also
Ym = O
Yp = 06 F° (p) (p *=m).
Die Verschiebung des Teilchens, an dem die Kraft
0 angreift, wird demnach nicht mittransformiert.
Je nachdem ein endlicher oder ein unendlicher
Bereich gewihlt wird, sind endlich oder abzihl-
bar unendlich viele Funktionen notwendig. Die

Gln. (10) gehen mit der Transformation (12) iiber
in

(12)

g @ty + &g F@ (k) ay* = 0;,, (siehe?), (13)

und wir haben ein Gleichungssystem fiir die «; er-
halten. Es ist klar, da3 ein Funktionensystem ge-
wihlt werden muB, das in der Gr6Benordnung die
Abweichungen von der elastischen Losung wieder-
geben kann. Im Dreidimensionalen bieten sich die
mit einer geeigneten Radialfunktion multiplizier-
ten Kugelflichenfunktionen an, deren Ursprung
jeweils in die Punktstorung gelegt wird, oder auch
direkt die Ableitungen der Fundamentalintegrale.
Unter der Voraussetzung, dafl die Transforma-
tion (12) eine Determinante = 0 hat, ist (13) eine
dquivalente Darstellung von (10). Ihre eigentliche
Bedeutung wird offenbar, wenn man beachtet, dafl
die F (p) (j > 1) nur kleine Korrektionen gegen-
iiber F'Y) (p) bewirken sollen und mit wachsender
Entfernung vom Stérpunkt m, in dem die Einzel-
kraft §;, wirkt, die Fundamentallssung und die
F9(p) im dreidimensionalen unendlich ausge-
dehnten Raum mindestens wie (r)~! vom Stor-
punkt aus verschwinden, d. h. auf Grund des An-
satzes (12) die neuen Gln. (13) die Tendenz haben,
sich selbst zu erfiillen, weil die Koeffizienten ein-
fach gegen Null gehen. Unter diesen Umstidnden
geniigt es ndmlich, nur eine gewisse Anzahl

Ogs By o+ o5 By

7 Bei der Summation iiber k wird natiirlich k=m
ausgelassen!
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zu beriicksichtigen, und die iibrigen zu vernach-
lassigen. Zu ihrer Berechnung kénnen aus der Ge-
samtheit der Gln. (13) (x«+ 1) ausgewahlt werden,
deren Koeffizienten am grofiten geblieben sind,
und dies sind die Gleichungen fiir die Verschie-
bungskomponenten im Angriffspunkt der Einzel-
kraft und in der unmittelbaren Umgebung davon.

Solange es aber nicht gelingt, den Fehler anzu-
geben, der bei der Vernachlissigung der restlichen
&urs ($=1,2,...) auftritt, konnen wir keine
strenge Rechtfertigung der Rechnung durchfiih-
ren. Der zweite Teil dieses § muf} sich also mit der
Fehlerberechnung beschiftigen. Hier wird sich
auch die Notwendigkeit zeigen, unendlich aus-
gedehnte Kristalle vorauszusetzen.

Es sei m=0 und

Y= glo ’ (14)

die nach dem beschriebenen Verfahren gewonnene
niherungsweise, d. h. bis zu F* gefiihrte Losung
von (10) fir die Einzelkraft ), im Ursprung.

Die tatsichliche Losung sei

n=9"+&°. (15)
Nun wird (15) in (10) eingesetzt:
at (g0 + &) = 04
oder
i el = 00— a;t g0 = k. (16)

Diese Gleichung fiir die ¢,°, deren rechte Seite den
Fehler der Naherungslésung (14) darstellt, 16sen
wir durch Superposition der Einzelkrifte k! mit
den Funktionen g, +¢,’. Die Losung lautet dann
ed=k*(g" + &™) (17)
(17) wird nun diskutierbar, wenn wir einen unend-
lich ausgedehnten Kristall annehmen. Wegen der
Translationsinvarianz geht dann ¢,” + ¢, aus (15)
durch eine Verschiebung des Ursprungs hervor, die
sich im diskreten Fall in einer gewissen Permuta-
tion der Indizes ausdriickt. Deshalb geht (17) iiber
in
el =k"g" + B &°. (18)
Die f3;;, sind Summen aus den sehr kleinen %% und
(18) ist ein Gleichungssystem fiir die ¢,° bei dem
die Hauptdiagonale gegeniiber den anderen Glie-
dern sehr grof3 ist. Solche Systeme lassen sich
leicht behandeln, wenn eine genauere Rechnung
durchgefiihrt werden soll.

Eine erste Abschiatzung 148t sich leicht unter folgen-
den Annahmen geben: Wir setzen

£g° = £°
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und
et =ef (),

wo f (x) eine Funktion ist, deren Betrag zwischen den
Grenzen 1 und 0 liegt, und fur die

f()=1; .limf(lri|)=0
1—>©0
gilt. Aus den erwidhnten Grinden wird dann

Q- 0,
g3 = &%

o g0 =&°f (| ti—l), 0 * 1,

wo f (| ti—o|) die auf den Punkt r, als Ursprung be-
zogene Funktion f (x) bedeutet. Einsetzen in (17) er-
gibt

e =k"g" + K0+ k" e°f (|1, ])s m#+0, (19)
und ebenso 1at sich fur ¢,° eine weitere Gleichung her-
leiten. Damit kann eine erste Abschéatzung der Gréen-
ordnung des Fehlers gewonnen werden.

Am Anfang dieses § haben wir konstante Einzel-
krifte angenommen. Der allgemeinere Fall findet
aus diesen Betrachtungen ebenfalls eine Losung.
Sind die auftretenden Krafte noch Funktionen der
Unbekannten wie in der nullten Naherung in § 1,
so miissen die durch Superposition der Einzel-
krifte entstandenen Losungsvektoren

Ei=gF 9" (& ... &)

als die durch eine unitére Transformation verin-
derten Gln. (10) aufgefal3t und gelést werden. Bei
eingelagerten Storatomen oder bei Versetzungen
lassen die so transformierten Gleichungen mit
Hilfe von Symmetriebetrachtungen eine einfache
Berechnung der &; zu, wie wir an einem Beispiel
in den ndchsten §§ zeigen werden.

(20)

§ 3. Einzelkraft in dichtester Kugelpackung

Da die Methode ohne Rechenaufwand demon-
striert werden soll, verwenden wir das einfachste
Modell, das ein qualitatives Verstdndnis der Er-
scheinungen in Kristallen unter der Einwirkung
von Storkraften erwarten laf3t.

Die Einfachheit des Modells hingt wesentlich von
vier Voraussetzungen ab: Der Gitterstruktur, der Zahl
der mit einem herausgegriffenen Teilchen in Wechsel-
wirkung stehenden benachbarten Teilchen, der Dimen-
sion und der Freiheitsgrade des Einzelteilchens. Wir
setzen Zentralkrifte voraus.

Die Freiheit in den ersten zwei Annahmen wird
dann durch die Stabilitatsforderung des Gitters einge-
schrankt.

Die dichteste Kugelpackung ist bei Wechselwir-
kung eines Gitterteilchens mit seinen nichsten
Nachbarn das einfachste stabile Gittermodell.

E. FUES UND H. STUMPF

Wiahrend die zwei ersten Voraussetzungen mehr die
Existenzmoglichkeit des Gitters iiberhaupt im Modell
betreffen, bestimmen die folgenden zwei wesentlich die
Reaktionen unter der Einwirkung von Storkriaften.
Einen Hinweis erhidlt man durch die Kontinuums-
theorie. Hier hat jede Dimension einen charakteri-
stischen Effekt, der durch die Singularititen der Fun-
damentallosungen der ein-, zwei- und dreidimensio-
nalen elastischen Gleichungen bewirkt wird.

Korrespondenz zur Natur kann nur ein drei-
dimensionales Modell aufweisen. Wir rechnen also
im Dreidimensionalen, nehmen aber an, daB Ver-
schiebungen der Teilchen nur in z-Richtung mog-
lich seien und Verschiebungen in anderen Rich-
tungen durch Zwangskrafte verhindert werden.

Das analytische Verhalten der Fundamentallésung
in ihren Singularitdten wird durch diese Einschrian-
kung nicht beeinfluflt, so daBl wir mit diesem Modell
die tatsidchlichen Spannungen und Verschiebungen
noch qualitativ richtig werden beschreiben konnen.
Zunichst missen die linearen Gittergleichungen an-
geschrieben und ihre Losungen fur Einheitskrifte
d;m, untersucht werden. Die Grundvektoren lauten in
einem rechtwinkeligen System

e,=(1, 0, 0),
&= (3,373 0),

1 192
o= (3. 5/3)
Jede Kombination
le,+mey,+ ney
mit ganzzahligen [, m, n gibt den Ort eines Teilchens
im Gitter.

Fiir die eigentliche Rechnung gehen wir von der
Indizierung mit einem Index der §§ 1 und 2 zu einer
Mehrfachindizierung iiber. &, ,, , sei die Verschiebung
in x-Richtung jenes Teilchens, dessen Ruhelage durch
den Gittervektorle, + m e, + n e; oder durch (ay, ,,, »
Y1, m, n> %1, m, n) 0 Kartesischen Koordinaten ange-
geben wird.

Die Potentialfunktion der Teilchen legen wir noch
nicht fest. Wir bezeichnen sie mit ¢ (z). In die linearen
Gittergleichungen geht ¢’ (1) und ¢ (1) ein, wenn wir
als Langeneinheit den Teilchenabstand einfiihren.

Ohne dullere Krafte gilt von der Gesamtenergie
U in der Gleichgewichtslage
oU
o El, msn
dies ist sicher dann erfiillt, wenn ¢’(1)=0 wird.
Bei Storkraften geht die Gleichgewichtsbedingung
iiber in

oU
o El, msn
wenn die Storkrifte, die jetzt nur in z-Richtung
wirken sollen, in derselben Weise, wie die Verschie-
bungen indiziert werden. Um die iibrigen Glei-

(21)

=R, m,n
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chungen, die die Zwangskrafte beschreiben, die in
der y- und z-Richtung aufgewendet werden miis-
sen, um Verschiebungen in diese Richtungen zu
verhindern, kiimmern wir uns hier nicht.

Die Gln. (21) lauten dann unter den vorgegebe-
nen Bedingungen®®

(}J/ I,‘El—-l, m,n ol ‘EH-I, m,n"_ 2 ‘;Cl, m, n

+ 5 &1, w1, 5 T & g, 0 T+ S11, mis, 0

=i El-!—l, m—1,n + Stl—], m, n+1 + EHI, m, n—1

fF sl, m, n+1 + El, m,m—1"__ 8 ;Cl, m, n)] = kl, m,n
und mit dem Ansatz

SZ, m,n — f (‘rl, m,n> Y1,m, n> “1,m, n)

entstehen die zugehorigen elastischen Gleichun-
gen1?, fiir die wir zunéchst die allgemeine Konti-

nuumskraft k (z, y, 2) auf der rechten Seite ein-
setzen:

5 5 i
Zf“¢+ﬁfyy+§fzz:k(x>y’z)'

Die verschiedenen Faktoren zeigen an, dal} die
Verschiebung eine Hauptrichtung besitzt und in
der y—z-Ebene schneller radial von der Einzel-
kraft weg abklingt als in z-Richtung.
Fir k(0,0,0)=1,

k(x,y,2) =0
lautet das Fundamentalintegral

4 12 -1/2
f(x,?/,z)='(-5—x2+?y2+3z2) .
Nun setzen wir nach (12) die Transformation an

e

4 2 12 5 " -1/2
1,mn = 0 Exl,m,n"*— 5 ?/l,m,n+3zl,m,n .

Die Reihe (22) haben wir bereits nach dem Fun-
damentalintegral abgebrochen. Zur Bestimmung
von a, und «; dienen die Gleichungen:

& 100 T S100— 2000 ‘1‘ (€010 T &-110 T So—10 T+ 1210
il
+ & 01 + Soo1 + Eoo—1 + E10-1—8 Eoo0) = Ak

Sooo + Ea00— 2 &100 + % (6110 + o010 + 1210 + E2-10
2 5001 s 5101 = 510—1 + 520—1_85100) =0.

Einsetzen der Formeln (22) unter Beriicksichti-
gung der speziellen Werte liefert

1
—-1a0+3,6 a,:?,

8 Eine allgemeine Ableitung s. Handbuch d. Physik
Bd. XXIVM. Bornu. M. Goeppert-Mayer, Kap.4
S. 628.
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% —2,750, =0
und daraus

S()()() = 77 (23)

sowie

El, m,n =
0,135 [+ 12 o s -1/2
- (%‘ le,m,n i Tyzl,m,n =+ 3z21,m, n)

77

¢
Damit ist fir eine Einzelkraft im Ursprung die
Fundamentallssung berechnet. Wegen des unend-
lich ausgedehnten Kristalls geht die Losung fiir eine
Einheitskraft an der Stelle (2, m ns Y1, m, n> 21, m, n)
durch Translation jener fiir die Einheitskraft im
Ursprung hervor.

Es bleibt, den Abbruch der Reihenentwicklung
nach dem Fundamentalintegral durch eine Fehlerab-
schiatzung zu rechtfertigen.

Verfahren wir nach der Methode am Schluf} des § 2,
so ergibt die Rechnung, die wir hier nicht wiedergeben

- 0,08 -~ 0,03

& 7 & 77

P 2

bei der Einheitskraft unter der Annahme f (z) = 1/|t|.
Die Korrektur betrigt ungefihr 209, der in unserer
Niherung im Zentrum berechneten Werte. Ihren Ein-
flu auf das Endergebnis miissen wir in den weiteren
§§ verfolgen, da die Einbeziehung nichtlinearer Glie-
der den prozentualen Anteil des Fehlers zur wahren
Losung gegeniiber jenen des Fehlers zur Losung (23)
verandert.

§ 4. Atom auf einem Zwischengitterplatz

Wir betrachten die dichteste Kugelpackung mit
einem Freiheitsgrad der Verschiebung pro Atom in
z-Richtung, und setzen an der voll gedruckten
Stelle ein Stératom S ein. S sei zugleich der Null-
punkt des Koordinatensystems. Fiir die weiteren
Rechnungen verwenden wir wieder die Einfach-
indizierung der §§ 1 und 2.

0 -0 o o>
5
«o -« «o @ o> LI —
5 3 7 2 4 X
«© o > >
Abb. 1.

Wir ziehen fiir die Kraftwirkung nur néchste
Nachbarn in Betracht. Dies sind gerade die Atome
1 und 2 der in Abb. 1 gezeichneten Netzebene. Alle
anderen Nachbarn haben eine groBere Entfernung
von S und wir vernachlidssigen ihre Wechselwir-

G sty ST

10 Siehe §. 138 und FuBnote 5.
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kung mit S, weil sie sicher bedeutend kleiner als
jene mit den Atomen 1 und 2 ist. Auf die Atome 1
und 2 wirkt dann die Kraft &, (§;) bzw. k, (&,), die
eine Funktion des Abstandes von der Ruhelage
der Atome 1 und 2 ist, wenn man sich S festgehal-
ten denkt. Das zugehorige Gleichungssystem lau-
tet in einfacher Indizierung

aki Ek = k1 (51) 61i_‘ k} (52) 621:, (24)
wenn man beachtet, dall aus Symmetriegriinden
ky () = — ky (x)

Die Losung entsteht durch Superposition der Lo-
sungen fur Einzelkrifte, von denen die erste lautet:

0,37

sein mulf3.

51:—7101(51), (i+1)

0,135 4 1\ 12 AL
G=——pr k)| F et 5| 5yt
die zweite:

0,37 ,

&= o ki (&), (i * 2)

0,135 4 e 12 e
& Tk1($2) 3 Gy R e .
Superposition liefert

0,37 0,135 1/5
51:‘-7—]"} (51)‘*‘ (pu |/Z k1 (52)3
(25)

0,37 0,135
b= k& ——7 l/ikd&%

(i +1,2)

2 —1/2
+ky (&) [%(%*%) +%yi2 + 321'2} }
Damit haben wir das Verschiebungsfeld um S in
Abhdngigkeit von den Storkriften £k, (§;) und
— k, (&) dargestellt. Da die Storkrifte selbst
Funktionen von &, und &, sind, miissen die Ver-
schiebungen (25) im Sinne von (20) als das durch
eine unitidre Transformation umgeformte Glei-
chungssystem (24) aufgefafit und gelost werden.
Zufolge der Symmetrie wird |£;]| = |&,], und die
Losung von (25) reduziert sich auf eine einzige
Gleichung, namlich jene fiir &,. Die iibrigen Ver-
schiebungen enthalten & nur als Parameter.

Wir setzen nun dasselbe Potential fir S wie fiir die
Atome des ungestorten Gitters an. Die Kraft ist dann
¢’ () e.

Damit sind wir mit der Rechnung dort angelangt,
wo wir spezielle Voraussetzungen iiber das Potential
der Einzelteilchen einfithren miussen. Seine Bestim-
mung ist eine schwierige theoretische Aufgabe, die eine

E. FUES UND H. STUMPF

Untersuchung der Elektronenzusténde in Abhangig-
keit von den Kernparametern notwendig macht und
im allgemeinen sdmtliche Kernkoordinaten einbe-
ziehen wird, d.h. das Wechselwirkungspotential ist
von der Gesamtkonfiguration abhangig. Dies kann
streng nur durch eine Losung der Schrodinger-Glei-
chung des Gesamtsystems der Kerne und Elektronen
geschehen. Wir wollen uns hier nicht damit beschafti-
gen, sondern suchen aus experimentellen Daten einen
ersten Hinweis iiber die Gestalt des Potentials zu ge-
winnen. Bekanntlich lassen sich die Konstanten der
linearen Gittergleichungen aus den elastischen und
optischen Konstanten berechnen und damit auch die
zweiten Ableitungen des Potentials. Auch die dritten
Ableitungen lieBen sich noch aus dem thermischen
Verhalten der Stoffe herleiten. Da S nur auf Druck
beansprucht wird in einem Bereich kleiner als der
Gleichgewichtsabstand, wo der Potentialanstieg sehr
steil ist, konnen wir uns bei den Kriften nicht auf die
lineare Naherung beschrinken, sondern brauchen fir
unsere Rechnungen das gesamte Potential, d. h. samt-
liche Ableitungen an einer Stelle, also weit mehr als die
Konstantenrelationen leisten. Damit wird offenbar,
daf} wir den ganzen Potentialverlauf hypothetisch ein-
fithren miissen, wenn wir auf die Quantentheorie ver-
zichten.

Ein einfaches Potential, das die gewiinschte
Stabilitat gewihrleistet, ist

a b

—= W & T (26)
bei dem a g = bp wegen ¢’ (0) = 0 sein mubB.
Physikalisch sinnvolle Werte fiir ¢ und p lassen
sich in einer ersten Abschédtzung z. B. aus der Mie-
Griineisenschen Zustandsgleichung fiir feste Kor-
per gewinnen!!. Aus ihr folgt unter der Annahme
von (26) als Wechselwirkungspotential fiir Kri-
stalle mit primitiven Gittern

g=3, p=12
durch Vergleich mit der Sublimationswirme am
absoluten Nullpunkt. Wir setzen a = ¢~! und

b = p~1. Der gemeinsame Proportionalitatsfaktor
hebt sich bei der Variation heraus. Dann wird

1 1 1 1
=Ty E T
und
, 1 1
L‘l(x)z—?-r—xm,

wenn man beachtet, dafl das Storpotential mit
einem Minuszeichen versehen auf der anderen
Seite steht. Es ist ¢’’ (1) = ¢ und nach

11 Handbuch d. Physik, Bd. XXIV. Born-Goeppert-
Maier, Kap. 4. S. 677—681,
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Die Losung dieser Gleichung finden wir durch
Einsetzen und Vergleichen der Werte. Sie ist

& =—03L.

Bei Anbringung der maximalen 20-proz. Korrektur
wird daraus
& =—0,30.

Also unterscheiden sich & und &;* um 39%,. Diese
Verschiebung des Fehlerprozentsatzes wird durch
die Nichtlinearitit der Gleichung fiir &, bedingt,
in die der Fehler als Koeffizient eingeht. Damit ist
der Wert von k; (&) bestimmt, und die tibrigen
Verschiebungen koénnen nun leicht in Abhéngig-
keit von k; (&;) berechnet werden. Es zeigt sich,
daB nennenswerte Verschiebungen nur in der Kette
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§ 5. Spannungen um die Stérstelle

Durch das Einsetzen des Stératoms wird ein
neuer Gleichgewichtszustand bewirkt. Wir den-
ken uns nun das Gitter in diesen, in den voran-
gehenden §§ beschriebenen Zustand versetzt, und
fragen nach den um die Stoérstelle auftretenden
Spannungen. Dazu nehmen wir eine virtuelle Ver-
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Abb. 2. Abhingigkeit des Betrages der Verschiebung
der beiden S benachbarten Teilchen vom gewéhlten

.5,3,1,8,2,4 ... auftreten. Potential, ¢ = const, p = variabel.
A
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Abb. 3. Teilchenverschiebungen der Reihe - oy gg\
7,5,3,1,S,2,4,6,8 in Abhingigkeit vom 203
Storpotential. ¢ = 3, p variabel. F 03 ;g:
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Geht man dazu iiber, den Koeffizienten p bei
festgehaltenem ¢ zu variieren, so entstehen fol-
gende Verschiebungen (Abb. 2 u. 3):

Je hoher p wird, um so gréBer wird &; und die
Nachbarverschiebungen, und um so notwendiger
wird es, die nichtlinearen Nédherungen heranzu-
ziehen. Wir werden im néchsten § ein einfaches
Kriterium finden, von welchem p-Wert man sicher
weitere Naherungsschritte durchfithren muf3.

riickung der Gitteratome und des Storatoms vor,
und untersuchen die zugehérige Energieinderung,
deren Differentiation nach den Auslenkparame-
tern die riicktreibenden Krifte, die auf S und die
anderen Atome wirken, liefert. Es gilt
E=U, &)+ Usé),

wo U, die Potentiale der Gitterteilchen unterein-
ander, und Ug jene der Gitterteilchen mit S ent-
halt.

Bei um &, aus der Gleichgewichtslage des ungestor-
ten Gitters verschobenen Teilchen hat die Gesamt-
energie mit Storsystem ihr Minimum. Daher wird

oU, (&; oUs (&;
7=12,...) ( ;(51) “S(él))
n ;i
[ 00U (&) EU“(E"))
. : 4 !
;(ar;,-anh om; @y 8
far Ny ooo 'Il:O’ d. h.
8Un(6) | 0Us(y) _ o i_qa...,)

om; om;



144

Dal dies erfillt ist, sieht man, wenn der Ausdruck
noch einmal nach den Ruhelagen des ungestorten Git-
ters entwickelt wird. Man erhélt wegen ¢U/d1, =0 U|d&;
gerade die Gittergl. (1).

Die Gittergleichungen fiir die virtuellen Ver-
riickungen y, oder die dem Storzustand iiberlager-
ten Wiarmeschwingungen lauten demnach in linea-
rer Néaherung

oU, (&) oUs (&;) ) -
e Y, = 1; - const (27
;( e 12 = 27)

9n;0my i
(5 =1:2; 5. .) -
Da merkliche Verschiebungen nur in der Reihe
5,3,1, 8, 2,4, ... auftreten, werden wir nur dort

eine bedeutende Anderung der riicktreibenden
Krafte finden. Die riicktreibenden Krifte der
Reihe in 2-Richtung werden durch den Zihler
von (27 a) bestimmt, wie man leicht einsieht, in-
dem man die linke Seite von (27) explizit an-
schreibt. Das Verhaltnis

¢” (@i + & — (@ + &) |
¢ (1)
gibt die Erhoéhung der riicktreibenden Krifte
gegeniiber der ungestorten Gitterumgebung an. In
Abb. 4 ist es zwischen je zwei Nachbarn fiir ver-
schiedene p eingezeichnet.

Abb. 4 ergibt sogleich ein Kriterium fiir die An-
wendbarkeit der linearen Néiherung. Die Span-
nungen zwischen 1—3 diirfen nicht gréfer sein,
als zwischen 1—S. Da aber mit Ausnahme von S,
das wegen der allseitigen Druckbeanspruchung
sein vollstindiges Potential bereits in der ersten
Niéherung erhilt, alle Potentiale in dieser Néahe-
rung leichter deformierbare Teilchen vortduschen,
als es wirklich der Fall ist, so werden fiir stei-
gende p die Abstande 1—3, 3—5 usw. kleiner wer-
den, als es das vollstindige Potential eigentlich
erlaubte, und nur bei S die tatsdchlich moglichen
Werte annehmen. Die Spannungen zwischen 1—3
werden dann grofler als zwischen 1—S und zeigen,
daf3 die Grenze der linearen Ndherung iiberschrit-
ten ist.

Abb. 4 zeigt ferner, dall fiir p=12 ein solcher
Zustand erreicht ist. Ausfithrung einer ersten Kor-
rektur, die wir hier nicht wiedergeben, stellt Span-
nungsverhéltnisse her, die mit 13 korr. in Abb. 4
eingezeichnet ist.

Wegen des raschen Spannungsabfalls kann die
Kette 3, 1, S, 2, 4 als Storsystem mit hohen inne-
ren Spannungen im Sinne der Arbeit I aufgefal3t
werden. Die Frequenzen der Eigenschwingungen

(27a)
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sind der Wurzel aus den Direktionskréiften pro-
portional. Daraus folgt unter der Annahme glei-
cher Masse von S und der Gitterteilchen, daB
Eigenfrequenzen auftreten, die das

[¢H (!dli-i- Ei_(-rkf 51.-) [
@ (1)
maximalen Eigenfrequenzen des ungestorten Git-
ters betragen; fir p=12 also etwa das 614-fache.
Die Verhiltnisse steigen mit wachsendem p. Die
Notwendigkeit, dabei héhere Naherungen zu ver-
wenden, zwingt uns noch zu einer Bemerkung iiber
die Rechenmethode mit Taylor-Entwicklungen.

Das geschieht in § 6.

1/2
] -fache gegeniiber den

4\
- 50
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Abb. 4. Verhiltnis der riicktreibenden Krifte in der
Kette 7, 5, 3, 1, S, 2, 4, 6, 8 zu jenen der ungestorten
Gitterumgebung in Abhingigkeit vom Potential
(p+1)=6,8, 10, 13. Kurve 13 korr. in nichtlinearer

Naherung berechnet.

§ 6. Die Gittergleichungen bei Versetzungen

Wie Abb. 2 zeigt, geht |&;| fiir wachsende p
gegen 1/2. In die Taylor-Entwicklung der nicht-
linearen Niherung sind Wechselwirkungen zwi-
schen den Teilchen 1 und 2 aufgenommen. Da die
Entwicklung vom Potential an der Stelle 1 (Teil-
chenabstand als Einheit) ausgeht, und zwischen
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den Teilchen 1 und 2 ein Potential ¢ (1 + |&;|+ |&,])
wirksam ist, so gelangt fiir groBere p die Entwick-
lung bedenklich nahe an den Konvergenzradius,
wenn ¢ (x) in O eine Singularitat besitzt. Die nicht-
linearen Naherungen konvergieren dann schlecht.
Das gleiche tritt ein, wenn ein begrenztes Flichen-
stiick von Stoératomen, Abb.5, das in der Zeichnung

7
2
«0 <0 <o

o
5

«0 «0 «0 ® 0> O—> O>
S

« «0 <0 e o> O> o
5

o o o> «© © ©

[¢] o o~ © © o

Abb. 5.

als schwarze Reihe erscheint und aus der Zeichen-
ebene heraus fortgesetzt gedacht werden muB, in
das Gitter eingesetzt wird, um eine Versetzung zu
erzeugen. Die Berechnung der ersten Nédherung
geschieht durch Superposition der Einzelkrifte
und Symmetriebetrachtung wie beim einzelnen
Storatom. Aber die von den Rédndern weit ent-
fernten und an das Zentrum der Stérfliche gren-
zenden Atome werden Verschiebungen von nahe-
zu 1/2 erleiden, weil dort sich die ungestérte Gitter-
struktur mit Normalabstianden herstellt. Wie beim
Storatom befinden sich aber auch Glieder in der
Taylor-Entwicklung (und kénnen nicht ausgelas-
sen werden), die die Wechselwirkung eines Atoms
auf der einen Seite mit dem gegeniiberliegenden
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auf der anderen Seite betreffen. Auch hier ist die
Konvergenz in den héheren Néherungen gefiahr-
det. Um diese Schwierigkeit zu beseitigen, be-
denken wir, daB sich die nichtlinearen Glieder auch
durch Differenzbildung von

80Uy a.tE
— %k Sk
0§;

beschreiben lassen. Einsetzen in (3) liefert unter
Verwendung von (6)

ST

c¢U

aki§k+£( 6';_-"
i

ity fk) =g (& - &)
mit =&+t M+ eEP ...
erhialt man durch Koeffizientenvergleich

ai’ Ek(O) = ¢t (‘Sk(O) e fzw)),

“ki é:k(l) iy (Dhi (Ek(O) . 5l(0) ) . Eh(l) (28)
U, (&) )
N _a_sl’_ + @yt Ek(o) ,

Dabei tritt eine Taylor-Entwicklung der Gesamt-
energie an der Stelle & ... &9 auf, die sicher gut
in den weiteren Naherungen konvergiert. Denn
z. B. bei der Wechselwirkung zweier auf verschie-
denen Seiten der Storfliche befindlichen reguliren
Gitterteilchen wird um den Wert 2 eine Entwick-
lung vorgenommen, was fiir die zu erwartenden
Korrekturen sicher nicht iiber den Konvergenz-
kreis fiihrt.

Der eine von uns moéchte Herrn Dr. Seeger fur

interessante und instruktive Gespriache zum Themen-
kreis, dem diese Arbeit angehort, herzlich danken.



